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Sea f una curva plana irreducible con semigrupo 〈n,m〉, denotemos por
K(n,m) el conjunto de curvas irreducibles topolo´gicamente equivalentes a
f , es sabido que el tipo topolo´gico de la polar de una curva g, definida por
P (g) = agx + bgy no es constante en el conjunto K(n,m) ver Ejemplo 1, o
sea el tipo topolo´gico de la polar no es un invariante topolo´gico de la curva
sino un invariente anal´ıtico.
Sin embargo, Casas Alvero demostro´ que al menos gene´ricamente el tipo to-
polo´gico de la polar es constante en K(n,m) y su topolog´ıa es determinada
a partir de n y m.
Nosotros daremos una prueba particular de esa afirmacio´n, describiendo
adema´s de modo explicito un abierto U en K(n,m) donde la topolog´ıa de la
polar es constante y bien determinada; adema´s veremos el comportamiento
de la polar de algunas curvas que no estan en el conjunto U .
5INTRODUCCIO´N
El objetivo del presente trabajo es dar una descripcio´n particular, de la to-
polog´ıa de la polar gene´rica de una curva gene´rica irreducible de ge´nero uno,
a partir de la topolo´gica de curvas no degeneradas la cual se obtiene comple-
tamente a partir de su pol´ıgono de Newton.
El tipo topolo´gico de la polar es un problema en abierto desde la e´poca de
Max Noether, en un principio los geo´metras italianos pensaban que el tipo
topolo´gico de la polar era un invariante topolo´gico de la curva, lo cual se sabe
ahora que no es cierto, ver el Ejemplo de F. Pham (1).
La ma´xima informacio´n de la polar que se puede obtener so´lo a partir del
tipo topolo´gico de la curva es dada en el Teorema de Merle [M], donde se
describe los ı´ndices de interseccio´n de una curva irreducible con las compo-
nentes irreducibles de su polar, divididos con la multiplicidad de la curva, a
dichos valores se les da el nombre de cocientes polares.
Si bien los antiguos italianos estaban equivocados, su afirmacio´n no era
totalmente falsa, pues dicha afirmacio´n es cierta de modo gene´rico en una
determinada clase de equisingularidad, resultado que fue´ probado por Casas
Alvero.
El presente trabajo esta´ inspirado en el art´ıculo de Casas [C1], donde
prueba su resultado para el caso de curvas irreducibles con semigrupo 〈n,m〉
el cual sera´ denotado por K(n,m). Para provar el resultado
Casas ultiliza la representacio´n parame´trica (de Puiseux) de una curva
de ge´nero uno. Nosotros daremos la prueba a partir de la representacio´n
implicita de una curva de ge´nero uno.
Adema´s daremos la descripcio´n explicita de un abierto de Zariski U en
K(n,m) donde las curvas tienen su polar con tipo topolo´gico constante.
Con ayuda del software Maple damos una rutina( rpolar), que determina la
topolog´ıa de la polar de una curva en K(n,m), dada en forma parame´trica
y con un determinado orden de truncamiento.
Una de las caracter´ısticas que tienen las curvas del conjunto U es que sus
polares tienen componentes irreducibles de ge´nero uno o suaves, justamente
una conjetura que se ten´ıa era si todas las curvas en K(n,m) tienen sus
polares con componentes de ge´nero menor o igual a uno. Daremos ejemplos
de curvas en K(n,m) \ U que tienen su polar con ramas de ge´nero 2.
6Notaciones:
C: El cuerpo de los nu´meros complejos.
C∗ = C− {0}.
IR: El cuerpo de los nu´meros reales.
C{x, y}: El anillo de las series convergentes en el origen.
C[[x, y]]: El anillo de las series formales en el origen.
o(f): Orden o multiplicidad de f en el origen.
op(f): Orden o multiplicidad de f en el punto p.
I(f, g): Indice de interseccio´n de f y g en el origen.
Ip(f, g): Indice de interseccio´n de f y g en punto p.
PN(f): Pol´ıgono de Newton de la curva f .




1.1. Germenes de curvas ana´liticas planas . . . . . . . . . . . . . . 9
1.2. Multiplicidad de interseccio´n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.3. Equisingularidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.4. Semigrupo de valores de una curva irreducible . . . . . . . . . 12
1.5. Pol´ıgono de Newton de una curva plana . . . . . . . . . . . . . 13
1.6. Curvas planas no degeneradas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.7. Polar de una curva plana . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
1.8. Invariantes Polares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
1.9. Mo´dulo de diferenciales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2. Polar de una curva de ge´nero uno 19
2.1. Polar de una curva en K(n,m). . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2. Rutina Computacional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3. Curvas de tipo especial en K(n,m). . . . . . . . . . . . . . . . 25





1.1. Germenes de curvas ana´liticas planas
Sea C{x, y} el anillo de las series de potencias convergentes en dos va-
riables. Consideremos las siguientes relaciones de equivalencia en el ideal
maximal M = 〈x, y〉 de C{x, y}:
La relacio´n de asociado , en que f y g son equivalentes si existe una
unidad u en C{x, y}, tal que g = uf . Denotaremos por (f) a la clase
de equivalencia de f segu´n esta relacio´n .
La K equivalencia o equivalencia anal´ıtica, en que f ∼K g si existe un
automorfismo φ y una unidad u de C{x, y} tal que f = uφ(g).
Definicio´n 1. Una clase de equivalencia (f), donde f ∈ M y adema´s f no
tiene factores mu´ltiples sera´ llamada germen de curva anal´ıtica en el origen
de C2, o simplemente curva plana. La serie f o cualquier otro representante
de la clase, sera´ llamada de ecuacio´n de la curva.
Por simplicidad usaremos indistintamente las notaciones (f) y f .
Observacio´n 1. El hecho de tomar la curva sin factores mu´ltiples o sea
reduzida nos permite identificar (f) con el germen de curva (f−1(0), 0) en el
origen de C2, dando una interpretacio´n geome´trica a esos objetos algebraicos.
Debido a que nuestros objetos de estudio son finitamente determinados,
podemos hacer nuestros ca´lculos en el anillo de series de potencias formales
C[[x, y]].
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La K-equivalencia induze una relacio´n de equivalencia ∼ llamada de equi-
valencia anal´ıtica, en el conjunto de germenes de curvas anal´ıticas planas,
donde:
(f) ∼ (g)⇔ f ∼K g.
Sea C una curva irreducible de multiplicidad n, regular en y de orden
n, el Teorema de preparacio´n de Weierstrass permite hallar una curva (f)
K-equivalente a C, donde f es un polinomio de Weierstrass de grado n en y.
En otras palabras si f es una curva irreducible de multiplicidad n regular
en y , entonces f es anal´ıticamente equivalente a:
yn + a1xy
n−1 + · · ·+ an−1(x)y + an(x), donde o(ai(x)) ≥ i.
Teorema 1. Seja f una curva irreducible de multiplidad n, regular en y ,
entonces existe una parametrizacio´n de (f) de la forma:





Considerando w una ra´ız ene´sima de la unidad, tenemos que ϕw(t) = ϕ(tw)
tambie´n es una parametrizacio´n de (f), adema´s existe una unidad u en




(y − ϕw(x 1n )).
Prueba. Ver [C2]
Definicio´n 2. Seja (f) una curva irreducible de orden n regular en y de
orden n, las parametrizaciones {ϕw(t); wn = 1} obtenidas segun el Teorema
anterior, son llamadas las parametrizaciones de Puiseux de la curva (f).
1.2. Multiplicidad de interseccio´n
Sea f una curva irreducible con parametrizacio´n de Puiseux (tn, ϕ(t)).
Considerando g ∈ C{x, y} definimos la multiplicidad de interseccio´n o inter-
seccio´n de f y g en el origen de C2 como:
I(f, g) = ot(g(t
n, ϕ(t)).
Donde ot es el orden en C[[t]].
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donde los fi son las ramas o factores irreducibles de f .
Existe una fo´rmula debido a Halphen que permite determinar la mul-
tiplicidad de interseccio´n en base a todas las parametrizaciones de ambas
curvas.
Sean C y D curvas planas y consideremos un sistema de coordenadas
locales (x, y) de C2 en el origen, tal que C = (f) D = (g), donde f y g son
polinomios de Weierstrass en y. Sean f = f1f2 · · · fr y g = g1g1 · · · gs la des-
composiciones en factores irreducibles de f y g denotaremos por (tnk , ϕki(t))
i = 1 · · ·nk las parametrizaciones de Puiseux de fk, y por (tml , ψl,j(t)),









En las condiciones anteriores tenemos la siguiente fo´rmula.





donde ox(s) denota el orden en x de la serie de potencias s con exponentes
fraccionarios en x.
Definicio´n 3. Seja f una curva irreducible de multiplicidad n y regular en
y de orden n, a partir de una parametrizacio´n de Puiseux:





Definimos: β0 = e0 = n, β1 = min{i; ai 6= 0 i /∈ 〈e0〉}, e1 = mdc{β0, β1}, . . . , βg =
min{i; ai 6= 0 i /∈ 〈eg−1〉} , como e0 > e1 > · · · , entonces existe g tal que
eg = 1. Los valores β0, β1, . . . , βg son llamados los exponentes caracter´ısticos
de la curva f , y el valor g es dicho el ge´nero de la curva.
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1.3. Equisingularidad
Dos germenes de curvas planas f y g son dichos equisingulares, o to-
pologicamente equivalentes, escribiendo f ≡ g, si existen abiertos U y V






Un resultado cla´sico debido a Zariski que caracteriza la equisingularidad
de una curva es dado por el siguiente Teorema.
Teorema 2. Sean f y g dos germenes de curvas planas, se cumple:
• Si f y g son irreducibles, entonces f ≡ g si y so´lo si tienen los mismos
exponentes caracteristicos.
• Si f y g son reducidos con factores irreducibles {fi; 1 ≤ i ≤ n} y
{gi; 1 ≤ i ≤ n} respectivamente, entonces f ≡ g si y so´lo si fi y gi tienen los
mismos exponentes caracteristicos para todo i, y adema´s I(fi, fj) = I(gi, gj)
para todo i, j.
1.4. Semigrupo de valores de una curva irre-
ducible
Sea (f) una curva plana irreducible de multiplicidad n regular en y de
orden n, consideremos el conjunto:
Nf = {I(f, g); g ∈ C{x, y}}
El conjunto Nf es un semigrupo de IN , el cual posee un sistema mı´nimo
de generadores v0, v1, · · · , vg, donde g es el ge´nero de la curva f .
Es frecuente usar la notacio´n Nf = 〈v0, · · · , vg〉 para representar el semigrupo
por su sistema mı´nimo de generadores.
Zariski provo´ en [Z1], las siguientes relaciones entre los exponentes carac-
ter´ısiticos y el sistema mı´mino de generadores de Nf .
v0 = β0, v1 = β1, vi = ni−1vi−1 − βi−1 + βi,
donde n0 = n, ni =
ei−1
ei
, 1 ≤ i ≤ g.
Por lo tanto el semigrupo Nf y el conjunto de exponentes caracter´ısticos
de una curva irreducible f se determinan mutuamente, lo que muestra que
la equisingularidad de una curva irreducible es caracterizada, o bien por
1.5. POLI´GONO DE NEWTON DE UNA CURVA PLANA 13
sus exponentes caracter´ısticos o por el sistema mı´nimo de generadores del
semigrupo Nf .
El semigrupo Nf contiene todo nu´mero natural suficientemente grande,
o sea existe un c tal que c− 1 /∈ Nf y n ∈ Nf para todo n ≥ c. El valor c es
llamado el conductor del semigrupo Nf .
Observacio´n 2. En el caso particular de que Nf = 〈n,m〉 el conductor es:
(n− 1)(m− 1).
Proposicio´n 1. Para el caso de curvas irreducibles de ge´nero uno con semi-
grupo 〈n,m〉 el siguiente conjunto K(n,m) representa a menos equivalencia
anal´ıtica todas las curvas irreducibles con semigrupo 〈n,m〉.











iyj una curva plana. El soporte de f denotado por
S(f) es definido como el conjunto:
{(i, j); ai,j 6= 0}
La regio´n de Newton de f denotada por N(f) es definida como la envol-
vente convexa de el conjunto: ⋃
(i,j)∈S(f)
(i, j) + IR2+
El pol´ıgono de Newton de f denotado por PN(f) es definido como la
unio´n de los lados compactos de el borde de la regio´n N(f).
Observacio´n 3. El pol´ıgono de Newton de una curva f es invariente por
multiplicacio´n por unidades, por lo tanto podemos definir el pol´ıgono de
Newton de un germen de curva plana.
Sean n,m coprimos consideremos las divisiones sucesivas dadas por el
algoritmo de Euclides.
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m = hn+ r1
n = h1r1 + r2
r1 = h2r2 + r3
...
rs−2 = hs−1rs−1 + 1
rs−1 = hs
La expresio´n anterior la podemos expresar en fracciones continuas como:
m
n
= [h, h1, · · · , hs].
Considerando las fracciones continuas
pi
qi
= [h, h1, · · · , hi],
donde mdc{pi, qi} = 1.
Definimos el siguiente conjunto:
B = {(m− [ (ρ+ 1)m
n
], ρ); 0 ≤ ρ ≤ n− 1}
El siguiente resultado es debido a Casas Alvero.
Teorema 3. El pol´ıgono de Newton determinado por el conjunto B tiene
[ s+1
2
] lados lj, para j ∈ {0, · · · , [ s−12 ]}.
El lado lj tiene inclinacio´n geome´trica
q2j+1
p2j+1







Adema´s para j < s−1
2
los puntos del pol´ıgono de Newton sobre el lado lj son:
Pq2j+αq2j+1−1 = (m−p2j, q2j−1)+α(−p2j+1, q2j+1), donde α ∈ {0, · · · , h2j+2}.
En el caso que s sea impar sobre el lado l s−1
2
esta´n apenas los puntos (m −
ps−1, qs−1 − 1) y (0, n− 1).
Prueba. Ver ([C1]).




iyj un germen de curva plana, PN(f) su pol´ıgono de






1.6. CURVAS PLANAS NO DEGENERADAS 15
Definicio´n 4. Sea f ∈ C{x, y} una curva reduzida . Diremos de que f es no
degenerada o Newton no degenerada con respecto al sistema de coordenadas
(x, y), si para cada lado l de PN(f) el polinomio asociado fl no tiene puntos
cr´ıticos fuera de las rectas x = 0 y y = 0.
Note que la propiedad de ser no degenerada es invariante por multiplica-
cio´n por unidades. Por lo tanto decir de que f es no degenerada es equivalente
a decir que (f) es no degenerada.
El siguiente Teorema sera´ fundamental para nuestro trabajo.
Teorema 4. Sean f y g dos series de potencias reducidas, tal que PN(f) =
PN(g). Si ambas curvas son no degeneradas entonces f ≡ g.
Prueba. Ver ([BLP]).
El Teorema anterior nos dice de que le tipo topolo´gico de una curva
plana no degenerada es determinado por su pol´ıgono de Newton. Dicho tipo
topolo´gico sera´ descrito en el Teorema (5)
Sea C un germen de curva plana, una familia (C(i))i es dicha una des-
composicio´n de C si C =
⋃
iC
(i), donde C(i) no tiene componente en comu´n
con C(j) para i 6= j.
Representaremos por {a
b
} el pol´ıgono de Newton determinado por el seg-
mento que une los puntos (a, 0) y (0, b).
El siguiente resultado es devido a Oka, y descrive la topolog´ıa de una
curva reduzida no degenerada.
Teorema 5. Sea C = f una curva plana y (x, y) un sistema coordenado tal
que el cono tangente de f no contiene a la recta x = 0. Entonces existe una
descomposicio´n C(i) , i = 1, · · · , s de f , tal que denotando mi = I(C(i), y) y
ni = I(C








, entonces 1 ≤ d1 < d2 < · · · < ds ≤ ∞ y ds = ∞ si
C(s) = (y).
Adema´s, si C es no degenerada con respecto a (x, y) tenemos de que






ni + · · · , 1 ≤ j ≤ ri
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donde ai,j 6= ai,j′ para j 6= j ′ .
Observacio´n 4. El Teorema anterior nos dice que si C = f es una curva pla-
na que no posee a la recta x en su cono tangente, propiedad que es verificada
por ejemplo si f es regular en y.
En estas condiciones tenemos que si f es no degenerada con respecto al
sistema (x, y), entonces cada bloque C(i) de la descomposicio´n dada en el Teo-
rema anterior, corresponde a un lado li = [(xi+1, yi+1), (xi, yi)] de su pol´ıgono
de Newton PN(f). Adema´s denotando mi = xi − xi+1 ni = yi+1 − yi tene-
mos de que al lado li corresponden ri componentes irreducibles pi,1, · · · pi,ri ,
donde ri = mcd{mi, ni}, las cuales tienen par caracter´ıstico (niri , miri ), y ca-




ni + · · ·
donde cnii,j 6= cnii,j′ para j 6= j
′
.
Observacio´n 5. La observacio´n anterior junto con la fo´rmula de Halpen me
permite determinar los ı´ndices de interseccio´n de las componentes irreduci-
bles de una curva no degenerada, por tanto la topolog´ıa de una curva no
degenerada es determinanda completamente de su pol´ıgono de Newton.
1.7. Polar de una curva plana
Sea f un germen de curva plana, definimos la polar de f en la direccio´n
p = (a : b) ∈ P1 como:
Pa,b(f) = afx + bfy,
En el caso de que p ∈ U abierto de P1, diremos que es la polar gene´rica o
polar de f . Se prueba que para (a : b) en un abierto adecuado Pa,b(f) resulta
una curva reduzida, por tal motivo para nosotros la polar sera´ siempre una
curva reduzida (Ver [L]).
Los geometras italianos pensaban que el tipo topolo´gico de la polar era
invariante en una clase de equisingularidad. B. Segre observo´ que esto no es
verdad en general. Existe un ejemplo bastante simple debido a F. Pham.
Ejemplo 1.
fλ = y
3 − x11 + λx8y.
Despue´s de un ca´lculo se tiene que la polar asociada a :
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λ = 0 tiene dos ramas suaves con ı´ndice de interseccio´n 5.
λ 6= 0 tiene dos ramas suaves con ı´ndice de interseccio´n 4.
1.8. Invariantes Polares
En esta seccio´n trataremos una caracter´ıstica de la polar que es determi-
nada apenas por el tipo topolo´gico de la curva.
Sea f un germen de curva irreducible com o(f) = n, y semigrupo de
valores Nf = 〈n, v1, · · · vg〉. Definiendo ei = mdc{n, v1, · · · , vi}, tenemos el
siguiente resultado debido a Merle.
Teorema 6. Sea Px(f) = fy, entonces para cualquier componente irreducible







Reciprocamente, para cada i existe por lo menos una componente irreducible




son llamado cocientes polares de f y fueron introdu-
cidos por Teissier para hipersuperficies.
Como mencionamos arriba en el Ejemplo de Pham, que el tipo topolo´gico
de la curva no determina el tipolo´gico de la polar, mas a partir del Teorema
de Merle, es posible determinar el tipo topolo´gico de una curva irreducible a
partir de su multiplicidad y de sus cocientes polares.
Corolario 1. Sea f un gemen de curva plana irreducible, entonces la multi-
plicidad de f y sus cocientes polares determinan su clase de equisingularidad.
1.9. Mo´dulo de diferenciales
Sea f una curva irreducible en C{x, y} y O = C{x, y}/〈f〉 el anillo local
de f . El mo´dulo de diferenciales asociado a f es elO-mo´dulo
OdO = O
2
< fxe1 + fye2 >
,
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donde {e1, e2} es uma base de O2. Denotamos por T el submo´dulo de torcio´n
de OdO.
Podemos asociar un valor a una diferencial w = h1dx+h2dy en OdO\T
a partir da valorizacio´n v = vf em C[[t]], dada por la multiplicidad en t, y




n, ϕ(t))tn−1 + h2(tn, ϕ(t))ϕ′(t)
)
+ 1.
Definimos el conjunto de valores de diferenciales asociado a f como
Λf = {ν(w); w ∈ OdO \ T }.
Es sabido de que el conjunto Λf es un invariante anal´ıtico, o sea, es un
invariente de f por K-equivalencia .
El semigrupo Nf asociado a una curva f irreducible es un subconjunto de
Λf , ya que ν(dh) = v(h) para todo h ∈ O. Por lo tanto, el conjunto Λf \Nf
es un invariante anal´ıtico. As´ı como el invariante de Zariski de f definido
por:
λ = min{i; i ∈ Λf , i /∈ Nf} − v0,
donde v0 = mı´n (Nf \ {0}).
Si g y f son irreducibles, equisingulares y tal de que Λf = Λg, entonces
diremos que f y g son equidiferenciables, escribiendo f ∼ED g.
Por lo tanto por la existencia del conductor c de Nf , tenemos que en la
clase de equisingularidad de la curva irreducible (f) existen finitas curvas
(g1), . . . , (gr) tal que los conjuntos Λgj son dos a dos disjuntos y estratifican
la clase de equisingularidad en una unio´n finita de conjuntos constructibles
Ej, j = 1, . . . , r, definidos como sigue:
Ej = {g; g ≡ f, e Λg = Λgj}, j ∈ {1, . . . , r}.
las curvas pertenecientes a cada extrato Ej poseen una forma normal en
relacio´n a la K-equivalencia, que en te´rminos de las paremetrizaciones de
Puiseux se traduce en el siguiente Teorema. (cf. [HH1])
Teorema 7. Sea f una curva irreducible con semigrupo Nf = 〈v0, . . . , vg〉,
entonces f es analiticamente equivalente a una curva cuya parametrizacio´n
es (tv0 , tv1) o (tv0 , tv1 + tλ +
∑
i>λ, i/∈Λ′ ait
i), onde Λ′ = Λf − v0.
Adema´s, si h ≡ f , con Λh = Λf y con parametrizacio´n (tv0 , tv1 + tλ +∑
i>λ, i/∈Λ′ bit
i), entonces h ∼ f si y so´lo si, existe ζ ∈ C∗ tal que ζλ−v1 =
1 e ai = ζ
i−v1bi, ∀i.
Cap´ıtulo 2
Polar de una curva de ge´nero
uno
Como mencionamos en el cap´ıtulo anterior el tipo topolo´gico de la polar
no es constante en una clase equisingular, sin embargo esta´ afirmacio´n no
es totalmente falsa, pues actualmente se tiene un resultado dedido a Casas
Alvero que dice que gene´ricamente la afirmacio´n es cierta.
Para el caso particular de curvas de ge´nero uno con semigrupo Nf =
〈n,m〉 Casas da una prueba bien te´cnica a partir de la parametrizacio´n de
Puiseux de una curva general con semigrupo 〈n,m〉.
En este trabajo daremos una prueba particular del resultado de Casas pa-
ra curvas de ge´nero uno, a partir de la ecuacio´n impl´ıcita de una curva general
con semigrupo 〈n,m〉. Usaremos para esto un resultado sobre el pol´ıgono de
Newton asociado a un conjunto particular de puntos obtenidos apartir de
la descomposicio´n en fracciones parciales de m
n
resultado que aparece en el
trabajo de Casas ([C1]), adema´s usaremos un resultado debido a Oka sobre
la topolog´ıa de una curva no degenerada.
Tambie´n mostraremos explicitamente un abierto en K(n,m) donde la
topolog´ıa de la polar es determinada por la topolog´ıa de la curva, como
tambie´n daremos un algoritmo que determina la topolog´ıa de la polar de una
curva en K(n,m) dada en forma parame´trica y con un orden de truncamiento
dado. Acabaremos dando ejemplos de curvas en K(n,m) que no son de tipo
general.
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2.1. Polar de una curva en K(n,m).
La siguiente proposicio´n describe el pol´ıgono de Newton de la polar gene´ri-
ca de una curva gene´rica en K(n,m), para esto usaremos la notacio´n dada
en el Teorema(3).
Proposicio´n 2. El pol´ıgono de Newton PN de la polar gene´rica de una
curva gene´rica en K(n,m) tiene [ s+1
2
] lados lj, j ∈ {0, · · · , [ s−12 ]}.
El lado lj tiene inclinacio´n geome´trica
q2j+1
p2j+1







Adema´s para j < s−1
2
los puntos del pol´ıgono de Newton sobre el lado lj son:
Pq2j+αq2j+1−1 = (m−p2j, q2j−1)+α(−p2j+1, q2j+1), donde α ∈ {0, · · · , h2j+2}.
En el caso que s sea impar sobre el lado l s−1
2
esta´n apenas los puntos (m −
ps−1, qs−1 − 1) y (0, n− 1).
Prueba. Consideremos la serie:





con coeficientes ai,j arbitrarios, entonces:










Si (i0, j0) es un exponente de la ecuacio´n (2.1), entonces:
i0n ≥ m(n− 1− j0) (2.2)
En efecto, supongamos que i0n < m(n − 1 − j0), entonces tendremos dos
posibilidades conforme (i0, j0) sea un exponente de fx o de fy.
1. Se (i0, j0) = (i, j−1), entonces ni < m(n−j), de donde ni+mj < nm,
lo que es absurdo.
2. Se (i0, j0) = (i − 1, j), entonces n(i − 1) < m(n − 1 − j), de donde
ni+mj < mn, lo que es absurdo.
Por tanto de 2.2 y del hecho que mdc{n,m} = 1 tenemos de que para j0
fijado el menor valor entero que i0 puede asumir es m− [ (j0+1)mn ].
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Por otro lado podemos garantizar de que en la expresio´n (2.1) existe
efectivamente un monomio bi0,j0x
i0yj0 , com i0 = m − [ (j0+1)mn ], pues este
te´rmino se obtine a partir de fy, ya que si (m − [ (j0+1)mn ], j0) = (i, j − 1)
entonces ni+ jm = (m− [ (j0+1)m
n
])n+m(j0 + 1) > mn.
Otros posibles puntos a tomar en cuenta son (0, n− 1) y (m− 1, 0), mas
considerando j0 = 0 tenemos el punto (m−h, 0) con h ≥ 1. Entonces tenemos
de que el conjunto:
A =
{
(0, n− 1), (m− [ (j + 1)m
n
], j); 0 ≤ j < n− 1}
Determina el pol´ıgono de Newton de la polar gene´rica de la curva gene´rica
en K(n,m), luego el resultado se obtiene de el Teorema 3. 
Retomando la descomposicio´n en fracciones parciales de m
n
, y las nota-
ciones dadas en el Teorema 3; tenemos que para cada 0 ≤ u ≤ [ s−1
2
], vamos
a considerar v con 0 ≤ v ≤ h2u+2, de la Proposicio´n (2) tenemos que el
pol´ıgono de Newton de la polar de la curva gene´rica en K(n,m) tiene lados
lu, con 0 ≤ u ≤ [ s−12 ].
Sobre cada lado lu tenemos los puntos Pu,v = (iu,v, ju,v).
Definamos las siguientes funciones lineales en los coeficientes ai,j de los
elementos de K(n,m):
h(u,v) = b(ju,v + 1)aiu,v ,ju,v+1 + a(iu,v + 1)aiu,v+1,ju,v ,
donde (a : b) ∈ P1.
Para cada u, con 0 ≤ u ≤ [ s−1
2






y denotemos por 4(Fu) su discriminante.
A partir de la notacio´n dada mostraremos el siguiente Teorema.
Proposicio´n 3. La polar gene´rica de una curva gene´rica en K(n,m) es
Newton no degenerada.
Prueba. De la Proposicio´n (2), tenemos que el pol´ıgono de Newton de la
polar gene´rica de la curva gene´rica en K(n,m) tiene [ s+1
2
] lados, donde el
lado lj (0 ≤ j ≤ [ s−12 ]) tiene inclinacio´n q2j+1p2j+1 y es determinado por los puntos
22 CAPI´TULO 2. POLAR DE UNA CURVA DE GE´NERO UNO
(m−p2j−αp2j+1, q2j−1 +αq2j+1), donde 0 ≤ α ≤ h2j+2 ; adema´s en caso s sea
impar el lado l s−1
2
es determinado apenas por los puntos (m− ps−1, qs−1− 1)
y (0, n− 1).
Sea ahora u, v con 0 ≤ u ≤ [ s−1
2
] y 0 ≤ v ≤ h2u+2.
A partir de los ve´rtices del pol´ıgono de Newton PN , los cuales acaba-
mos de describir definimos los te´rminos h(u,v)x
uyv, los cuales representan los
ve´rtices del pol´ıgono PN , de la manera siguiente:
h(u,v) = b(ju,v + 1)aiu,v ,ju,v+1 + a(iu,v + 1)aiu,v+1,ju,v ,
Los h(u,v) esta´n bien definidos pues de la prueba de la Proposicio´n (2) vimos
que el te´rmino correspondiente a fy determina un punto del pol´ıgono de
Newton de la polar, por lo tanto el te´rmino b(ju,v+1)aiu,v ,ju,v+1 estara´ siempre






Fu representa el polinomio asociado al lado lu del pol´ıgono de Newton PN .
Por tanto si consideramos:
f ∈ K(n,m) tal que sus coeficientes no se anulan en el polinomio Πu,vh(u,v),
tendremos que la polar gene´rica de f tiene pol´ıgono de Newton PN .
Si adema´s consideramos f tal que sus coeficientes no se anulan en el polino-
mio 4(Fu), tendremos que su polar es Newton no degenerada. As´ı tenemos
que para f ∈ K(n,m) gene´rica su polar es no degenerada. 
Definicio´n 5. Una curva f ∈ K(n,m) cuya polar tiene pol´ıgono de New-
ton PN y es Newton no degenerada es dicha una curva de tipo general en
K(n,m).
A partir de la prueba de la proposicio´n (3) podemos describir explici-
tamente un abierto de Zariski U ⊂ K(n,m), donde las curvas son de tipo
general. As´ı tenemos.
Corolario 2. Un conjunto abierto U ⊂ K(n,m), donde las curvas son de
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Ejemplo 2. Consideremos la curva f = y7 − x19 +∑7i+19j>133 ai,jxiyj.
El pol´ıgono de Newton de afx + bfy tiene dos lados l0 y l1 que pasamos
a describir:
• El lado l0 es determinado por los monomios h0,0 = ba17,1x17, h0,1 =
2ba14,2x
14y, y h0,2 = 3ba11,3x
11y2.
De donde F0(z) = 3ba11,3z
2+2ba14,2z+ba17,1 y4(F0) = 12b3a11,3(3a11,3a17,1−
a214,2).
• El lado l1 es determinado por los monomios h1,0 = 3ba11,3x11y2 y h1,1 =
7by6.
De donde F1(z) = 7bz
4 + 3ba11,3 y 4(F1) = (84a11,3)3.
Por tanto:
U = K(7, 19)− [Z(a11,3a14,2a17,1) ∪ Z(b3(3a11,3a17,1 − a214,2))],
es un abierto donde las curvas son de tipo general.
En particular considerando a11,3 = a14,2 = a17,1 = 1, tenemos de que la
curva:
f = y7 − x19 + x11y3 + x14y2 + x17y
es una curva de tipo general en K(7, 19).
2.2. Rutina Computacional
En esta seccio´n presentamos una rutina rpolar implemetanda en Maple,
que nos permite obtener datos relativos a la polar de una curva dada en
K(n,m).
La siguiente sub-rutina impl, sera´ usada para la rutina principal rpolar.
Ella determina la ecuacio´n explicita de una curva irreducible, a partir de su
ecuacio´n parame´trica de Puiseux.
impl := proc(xt, yt)
local i, n, rpu, f ;
n := ldegree(xt);
rpu := cos(2 ∗ Pi/n) + I ∗ sin(2 ∗ Pi/n);
f := 1;
for i from 0 to n− 1 do
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f := f ∗ (y − subs(t = rpui ∗ x(1/n), yt));
od;
f := sort(collect(expand(f), y), [y, x],′ plex′);
end :





, y de un determinado orden de trunca-
miento, la ecuacio´n de su polar, las parametrizaciones de las componentes
irreducibles de la polar y sus ı´ndices de interseccio´n.
rpolar := proc(xt, yt, n)
local f, P,R, i, nR, j, Cx, Cy,H, grauCx;
f := impl(xt, yt);
P := simplify(expand(a ∗ diff(f, x) + b ∗ diff(f, y)));
with(algcurves) :
R := puiseux(P, x = 0, y, n, t);
nR := nops(R);
print(ramos da polar);
for i from 1 to nR do
print(ramo = i);
print(parametrizacao = R[i]);
Cx[i] := convert(R[i][1], list);
Cy[i] := convert(R[i][2], list);
grauCx := degree(Cx[i][2], t);
if Cx[i][2] <> tgrauCx then
Cx[i][2] := subs(t = (coeff(Cx[i][2], t, grauCx))(1/grauCx) ∗ t, Cx[i][2]);
Cy[i][2] := subs(t = (coeff(Cx[i][2], t, grauCx))(1/grauCx) ∗ t, Cx[i][2]);
fi;
f [i] := impl(Cx[i][2], Cy[i][2]);




for i from 1 to nR− 1 do
for j from i+ 1 to nR do
H[i, j] := ldegree(simplify(expand(subs(x = Cx[i][2], y = Cy[i][2], f [j]))), t);
print((r[i], r[j]) = H[i, j]);




2.3. Curvas de tipo especial en K(n,m).
De la Proposicio´n (3) tenemos de que la polar de una curva de tipo
general en K(n,m) es Newton no degenerada, en particular sus componentes
irreducibles son suaves o de ge´nero uno. Una pregunta natural es que si
cualquier curva en K(n,m) tiene su polar con componentes irreducibles de
ge´nero menor o igual a uno.
A primera vista la respuesta parece afirmativa. No obstante mostraremos
enseguida con un ejemplo dado en el conjunto Z1 que esto es sorprendente-
mente falso.
Ejemplo 3. Consideremos la curva
f = y5 − 10
3
x5y3 + 5x8y2 + 5x10y + 5x12 ∈ K(5, 12),
cuya polar gene´rica es dada por :
afx + bfy = 5by
4 − 50
3
ax4y3 + (40ax7 − 10bx5)y2 + (50ax9 + 10bx8)y
+60ax11 + 5bx10.
(2.3)
Vamos ahora a determinar las ramas (componentes irreducibles) de P (f) =
afx + bfy. El polinomio asociado al u´nico lado del pol´ıgono de Newton de
P (f) es:
F (z) = 5bz4 − 10bz2 + 5b.
Sea a1 uma ra´ız de F (z). Ejecutemos ahora el algoritmo de Newton dado
en el Ape´ndice para determinar una solucio´n de P (f) = 0 como serie de
potencias fraccionarias en x . Hacemos los siguientes cambios de variables:
x = x21 , y = x
5
1(a1 + y1).
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sustituyendo en (2.3), tenemos que





1 (a1 + y1)










x201 {5ba41 + 20ba31y + 30ba21y21 + 20ba1y31 + 5by4 − 50a3 x31(a1 + y1)3+
(40ax41 − 10b)(a1 + y1)2 + (5ax31 + 10bx1)(a1 + y1) + 60ax21 + 5b} =
x201 f1(x1, y1).









1 − 503 x31(a1 + y1)3 + 40ax41(a1 + y1)4
+5aa1x
3
1 + 5ax1y1 + 10ba1x1 + 10x1y1 + 60ax
2
1.
El pol´ıgono de Newton de f1 tiene un so´lo lado con polinomio asociado
F1(z) = 10b(3a
3
1−1)z2 +10ba1. Sea ahora a2 una ra´ız de F1, luego a partir
del cambio de variables
x1 = x
2






4 + · · · .
Ahora como o(afx + bfy) = 4, entonces tenemos de que la polar tiene apenas
una componente irreducible con parametrizacio´n de Puiseux de la forma:
x = t4, y = a1t
10 + a2t
11 + · · · .
Luego la polar de f es una curva irreducible de ge´nero dos.
Veremos ahora una familia de curvas en K(5, 12), cuyas polares son curvas
irreducibles de ge´nero 2, y a la cual pertenece la curva del Ejemplo 3.
Ejemplo 4. Consideremos la familia de curvas con semigrupo asociado 〈5, 12〉
parametrizadas por ϕ = (t5, t12 + ct13 + dt14 + et16) y sea (f) la curva aso-
ciada a ϕ obtenida a partir de el Teorema (1). Un ca´lculo muestra de que el
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As´ı el pol´ıgono de Newton asociado a l es
F (z) = 5bz4 − 15bcz2 − 5b(d− c2).
Al determinar el discriminante de F , vemos de que existe una constante no
nula ρ, tal que
4(F (z)) = ρ(c2 − d)(5c2 + 4d)2.
Por lo tanto, considerenado c = 2
3
e d = −5
9





t14 + et16, cuyos miembros poseen polares irreducibles de ge´nero
2.
En efecto , sea fe la ecuacio´n de la curva obtenida a partir del Teorema
(1) y la parametrizacio´n ϕe.
Usando el programa rpolar, se puede mostrar de que la parametrizacio´n
de Puiseux de a(fe)x + b(fe)y es dada por:
x = t4, y = q1(e)t
10 + q2(e)t
11 + · · · ,
donde los qi(e) son polinoˆmios en e. As´ı un te´rmino general de la familia de





t14 + et16 tiene polar
gene´rica irreducible, cuya singularidad es determinada por los exponentes
caracter´ısticos 4, 10 e 11 o equivalentemente por el semigrupo 〈4, 10, 21〉.
Observacio´n 6. El ejemplo anterior muestra de que la equivalencia anal´ıtica
de curvas no es una condicio´n necesaria para que las polares sean equisingu-
lares, pues las curvas correspondientes a las parametrizaciones ϕe, a partir
del Teorema (7), se deduce que son dos a dos no equivalentes, sin embargo
sus polares correspondientes son equisingulares.
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Ape´ndice A
Algoritmo de Newton-Puiseux
Definicio´n 6. Sea y(t) =
∑
cux
u una serie de potencias con exponentes
fraccionarios. El orden de y es definido como :
v(y) = ı´nf{u; cu 6= 0}
Si v(y) es un nu´mero racional y cv(y) 6= 0, diremos de que In(y) = cv(y)xv(y)
es el primer te´rmino de y.
Definimos de manera inductiva el n−e´simo te´rmino de y como el (n− 1)-
e´simo te´rmino de y − In(y).
Observacio´n 7. Una serie con primer y segundo te´rmino puede escribirse
como: y = In(y) + (y − In(y)) = In(y) + y, donde o(y) > o(y).
Supongamos que y(x) es una solucio´n de la ecuacio´n f(x, y) = 0. Supon-
gamos de que c0x
uo es el primer te´rmino de y y supongamos tambie´n que
tiene segundo te´rmino.
Sea y = y− In(y) y sea f(x, y) = ∑i,j ai,jxiyj. De donde se tiene de que:
0 = f(x, c0x














Como v(y) > u0 se tiene de que v(x
i+kuoyj−k) ≥ i + ju0 siendo la de-
sigualdad estricta si y so´lo si k 6= j. Por tanto:
0 = f(x, c0x







donde v(y˜) > i+ u0j para todo (i, j).
Sea m = min{i+u0j; ai,j 6= 0}. Como los te´rminos del mismo orden deben
cancelarse se tiene que:
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este polinomio tiene raices no nulas si tiene mas de un te´rmino
Definicio´n 7. Sea f =
∑
ai,jx
iyj una serie de potencias el conjunto de
exponentes de f , es llamado el soporte de f , y es el subconjunto discreto del
plano real:
S(f) = {(i, j); ai,j 6= 0}
.
Observacio´n 8. Si el conjunto de exponentes de f esta´ contenido en una
recta de pendiente −1
u
, es decir i+ ju = m para todo (i, j) ∈ S(f) y c es una







Adema´s se observa de que:
Como f(0, 0) = 0, el punto (0, 0) no esta´ en el conjunto de exponentes
de f .
Si el conjunto de exponentes no tiene ningu´n punto en el eje de las x
entonces y divide f .
Si el conjunto de exponentes no tiene ningu´n punto en el eje de las y,
entonces x divide f .
f es un polinomio si es conjunto de exponentes es acotado.
Definicio´n 8. Sea L un lado del pol´ıgono de Newton de f , el polinomio
asociado a L es fL =
∑
(i,j)∈L∩S(f) ai,jx
iyj. Las y− ra´ızes de los polinomios
asociados a los lados del pol´ıgono de Newton son monomios de la forma cxu
donde −1
u
, es la pendiente de la recta que contiene a L y c es una ra´ız del
polinomio φ(z) = fL(1, z)
As´ı si c0x




es la pendiente de la recta que contiene a un lado L del pol´ıgono de
Newton de f .
•c0 es una ra´ız distinta de cero del polinomio fL(1, z).




Dada f anal´ıtica. Sea f1 = f , y N es nu´mero de te´rminos que queremos
calcular, sea µ0 = −1, y sol = 0. desde i = 1 hasta i = N .
Si fi(x, y) = 0 devolver:
sol es una solucio´n de f = 0 con i te´rminos
Si fi(x, y) 6= 0 hacer:











sol = sol + cix
ui ,
fi+1 = fi(x, y + cix
ui).
Para garantizar de que el me´todo funcione falta probar de que :





, siempre puede realizarse.
• f(x, y(x)) = 0, es decir que l´ımn→∞ o(f(x,
∑N
i=1 cix
ui =∞. Este punto
se prueba mostrando que los denominadores de los exponentes µi no crecen
indefinidamente.






converge en una vecindad del origen.
La prueba de estas afirmaciones puede encontrarse en [BK].
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